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∆ιαγώνισµα Γ Τάξης Ενιαίου Λυκείου

Μηχανική Στερεού Σώµατος

Ενδεικτικές Λύσεις

Θέµα Α

Α.1. ΄Ενας δίσκος στρέφεται γύρω από άξονα που διέρχεται από το κέντρο
του και είναι κάθετος στο επίπεδό του. Η τιµή της γωνιακής ταχύτητας του
δίσκου σε συνάρτηση µε τον χρόνο παριστάνεται στο παρακάτω διάγραµµα.

(δ) Το διάνυσµα της γωνιακής επιτάχυνσης τη στιγµή t1 έχει αντίθετη κατε-
ύθυνση από την κατεύθυνση που έχει η γωνιακή επιτάχυνση τη χρονική
στιγµή t4.

Α.2. Ο ϑεµελιώδης νόµος της στροφικής κίνησης

(δ) ισχύει ακόµα και όταν η συνολική ϱοπή µεταβάλλεται µε το χρόνο.

Α.3. ΄Οταν σε έναν τροχό που περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα περι-
στροφής διπλασιάζουµε τη στροφορµή του, τότε η κινητική του ενέργεια

(δ) τετραπλασιάζεται

Α.4. Εκτοξεύουµε προς τα πάνω και ταυτόχρονα ϑέτουµε σε περιστροφή
ένα νόµισµα. Για όσο χρονικό διάστηµα το νόµισµα ϐρίσκεται στον αέρα (η
αντίσταση του αέρα ϑεωρείται αµελητέα) διατηρούνται σταθερά τα µεγέθη:

(γ) η µηχανική του ενέργεια και η στροφορµή του
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Α.5.

(α) Η ϱοπή µιας δύναµης ~F ως προς άξονα περιστροφής είναι µηδέν ,όταν
ο ϕορέας της δύναµης είναι παράλληλος στον άξονα περιστροφής .
Σωστό

(ϐ) Η κίνηση ενός τροχού που κυλίεται είναι αποτέλεσµα της επαλληλίας
µιας µεταφορικής και µιας στροφικής κίνησης . Σωστό

(γ) Η στροφορµή ενός υλικού σηµείου έχει τη κατεύθυνση της γραµµικής
του ταχύτητας. Λάθος

(δ) Το συνολικό έργο της στατικής τριβής στην κύλιση χωρίς ολίσθηση ενός
στερεού σώµατος είναι ίσο µε µηδέν. Σωστό

(ε) ΄Οταν σε ένα αρχικά ακίνητο στερεό ασκηθεί ένα Ϲεύγος δυνάµεων, αυτό
ϑα εκτελέσει µόνο στροφική κίνηση. Σωστό

Θέµα Β

Β.1. Συνδέουµε µε µια αβαρή ϱάβδο τα κέντρα µάζας µιας οµογενούς σφα-
ίρας (1) και ενός οµογενούς κυλίνδρου (2) µε ίσες µάζες M και ακτίνες R.
Η σφαίρα και ο κύλινδρος κυλίονται χωρίς να ολισθαίνουν αφού αφεθούν
ελεύθερα από την κορυφή κεκλιµένου κλίσης ϕ.

Σας δίνεται ότι οι ϱοπές αδράνειας ως προς άξονα που διέρχεται από το

κέντρο µάζας είναι
2

5
MR2 για την σφαίρα και

1

2
MR2 για τον κύλινδρο. Ο

λόγος των µέτρων των στατικών τριβών T1 και T2 που αναπτύσσονται στα δύο
σώµατα ϑα είναι :

(γ)
T1
T2

=
4

5

Στα σώµατα ασκούνται το ϐάρος η στατική τριβή, η δύµαµη από την αβα-

ϱή ϱάβδο και η κάθετη αντίδραση του δαπέδου. Αφού κινούνται µαζί ϑα

έχουν την ίδια επιτάχυνση κέντρου µάζας acm. Επίσης λόγο της κύλισης χω-

ϱίς ολίσθηση acm − aγωνR , άρα ϑα έχουν και την ίδια γωνιακή επιτάχυνση.

Εφαρµόζω για κάθε ένα σώµα τον ϑεµελιώδη Νόµο της στροφικής κίνησης.
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T1R = Iαγων ⇒ T1R =
2

5
MR2aγων

T2R = Iαγων ⇒ T2R =
1

2
MR2aγων

∆ιαιρώ κατά µέλη και προκύπτει η απάντηση

Β.2. Μια οµογενής σφαίρα µάζας m και ακτίνας r αφήνεται ελεύθερη να
κινηθεί από το ανώτερο σηµείο Α ενός ηµικυκλικού µεταλλικού οδηγού α-
κτίναςR = 8r. Η σφαίρα κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και η ϱοπή αδράνειας

ως προς τη κέντρο µάζας της ισούται µε Icm =
2

5
mr2.

΄Οταν η σφαίρα διέρχεται από το κατώτερο σηµείο ∆ της τροχιάς της η
κάθετη δύναµη που δέχεται από το ηµισφαίριο έχει µέτρο :
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(γ)
17

7
mg

Επειδή το κέντρο µάζας της σφαίρας κινείται πάνω στην περιφέρεια κύκλου

ακτίνας R− r ϑα ισχύει ότι :

N −mg = Fk ⇒ N = m
υ2cm
R− r

+mg

Για την κάθοδο του σώµατος ϑα εφαρµόσω το ΘΜΚΕ ώστε να υπολογίσω

την ταχύτητα του κέντρου µάζας στο κατώτερο σηµείο ∆. Λαµβάνω υπόψιν ότι

στην κύλιση χωρίς ολίσθηση υcm = ωr

∆K = ΣW ⇒ 1

2
Icmω

2 +
1

2
mυ2cm = mg(R− r)⇒ υ2cm =

10gR

8

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι N =
17

7
mg

Β.3. ΄Ενας αποµονωµένος οµογενής αστέρας σφαιρικού σχήµατος ακτίνας
R στρέφεται γύρω από άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του µε αρ-
χική κινητική ενέργεια λόγω ιδιοπεριστροφήςKo. Ο αστέρας συρρικνώνεται
λόγω ϐαρύτητας διατηρώντας το σφαιρικό του σχήµα και την αρχική του
µάζα. Σε κάποιο στάδιο της συρρίκνωσης του η ακτίνα του υποδιπλασιάζε-
ται. Η νέα κινητική του ενέργεια λόγω ιδιοπεριστροφής είναι ίση µε K.

∆ίνεται η ϱοπή αδράνειας οµογενούς συµπαγούς σφαίρας ακτίνας r ως

προς άξονα που διέρχεται το κέντρο µάζας της Icm =
2

5
mr2.

Ο λόγος
K

Ko
είναι ίσος µε :

(γ) 4

Στον αστέρα κατά την συρρίκνωση του ασκούνται µόνο δυνάµεις ϐαρύτητας

οι οποίες είναι κεντρικές, άρα η συνολική τους ϱοπή ως προς το κέντρο του

αστέρα είναι µηδέν, έτσι η στροφορµή του ϑα παραµένει σταθερή και ίση µε

L. Ο Ϲητούµενος λόγος ϑα είναι ίσος µε :
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K

Ko
=
L2/2I

L2/2I ′
=
Io
I

=
2
5mr

2

2
5mr

′2 = 4

* Βέβαια παραπάνω χρησιµοποιούµε την Κινητική ενέργεια που προκύπτει

από :

K =
1

2
Iω2 =

1

2

L2

I

Θέµα Γ

΄Ενας λεπτός οµογενής δίσκος µάζας M = 2kg και ακτίνας R = 0, 5m
έχει τυλιγµένο στην περιφέρεια του σε πολλές στροφές αβαρές και µη εκτατό
νήµα και είναι αρχικά ακίνητος πάνω σε τραχύ επίπεδο µε το οποίο εµφα-

νίζει συντελεστή στατικής τριβής µs =
2

3
. Την to = 0 ασκούµε στο ελεύθερο

άκρο Ζ του νήµατος κατακόρυφη δύναµη σταθερού µέτρου F = 9N όπως
στο σχήµα, οπότε ο δίσκος αρχίζει αµέσως να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει
κατά µήκος του επιπέδου µε το νήµα να παραµένει συνεχώς κάθετο προς
την διεύθυνση του δαπέδου. Την χρονική στιγµή t1 που το κέντρο µάζας του
δίσκου έχει µετατοπιστεί κατά S = 1, 5m, ο δίσκος εισέρχεται σε ένα λείο
τµήµα του επιπέδου, όπως ϕαίνεται στο σχήµα.

http://www.perifysikhs.com 5
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Γ.1 Να υπολογίσετε το µέτρο της γωνιακής επιτάχυνσης του δίσκου για
t < t1.

Εφαρµόζω τους Νόµους την µεταφορική και την περιστροφική κίνηση:

Στ = Iaγων ⇒ FR− TsR =
1

2
MR2aγων

ΣFx = Macm ⇒ Ts = Macm

acm = aγωνR

΄Αρα προκύπτει ότι acm = 3m/s2 ⇒ aγων = 6rad/s2

Γ.2 Να υπολογίσετε το µέτρο της στροφορµής του δίσκου ως προς τον άξονα
περιστροφής του τη χρονική στιγµή t1 και το ϱυθµό µεταβολής της
στροφορµής του ως προς τον άξονα περιστροφής του για t > t1

Μέχρι την χρονική στιγµή t1 έχω:

S =
1

2
acmt

2
1 ⇒ t1 = 1s⇒ ω1 = aγωνt1 = 6rad/s⇒ L1 = Iω1 = 1, 5kgm2/s

Για t > t1 η στατική τριβή µηδενίζεται αφού το δάπεδο είναι λείο, οπότε :

dL

dt
= Στ = FR = 4, 5kgm2/s2

Γ.3 Να υπολογίσετε την Κινητική ενέργεια του δίσκου λόγο της περιστροφι-
κής κίνησης την χρονική στιγµή t2 = t1 + 1s. Την ίδια χρονική στιγµή
να υπολογίσετε το µέτρο της ταχύτητας του σηµείου της περιφέρειας
του δίσκου που απέχει την µέγιστη απόσταση από το δάπεδο.

Εφαρµόζω τους νόµους της µεταφορικής και περιστροφικής κίνησης για

t > t1

Στ = Ia′γων ⇒ FR =
1

2
MR2a′γων ⇒ a′γων = 18rad/s2

http://www.perifysikhs.com 6



Πε
ρι
- Φ

υσ
ική

ς

Σχολική Χρονιά 2017-2018 ∆ιαγώνισµα Γ Λυκείου

ΣFx = 0⇒ υcm = υ1 = acmt1 = 3m/s

΄Αρα την t2 η γωνιακή ταχύτητα ϑα είναι :

ω2 = ω1 + a′γων∆t = 24rad/s

και η κινητική ενέργεια περιστροφής ϑα είναι :

Kπερ =
1

2
Iω2 = 72J

Για το σηµείο της περιφέρειας εφαρµόζω την αρχή της επαλληλίας

υ = υcm + υγραµ = υ1 + ω2R = 15m/s

Γ.4 Να υπολογιστεί η µέγιστη Κινητική ενέργεια που µπορεί να αποκτήσει
ο δίσκος µέχρι την χρονική στιγµή που εισέρχεται στο λείο τµήµα ώστε
να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει.

Για να κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει πρέπει η στατική τριβή να είναι

µικρότερη από την οριακή της τιµή :

Ts ≤ µsN ⇒
2

3
F ≤ µs(Mg − F )⇒ F ≤ 10N

* από τους Νόµους κίνησης του Γ.1 ερώτηµα έχω υπολογίσει την στατική

τριβή συναρτήσει της δύναµης F και από το ΣFy = 0 έχω υπολογίσει την

Ν.

Εφαρµόζω το ΘΜΚΕ για την κίνηση στο τραχύ τµήµα:

∆K = ΣW ⇒ K = WF = FRθ = FS1

΄Αρα για την µέγιστη τιµή της δύναµης ϑα προκύψει και η µέγιστη κινητική

ενέργεια ϑα είναι 15J

http://www.perifysikhs.com 7
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Θέµα ∆

Οµογενής και ισοπαχής ϱάβδος µάζας M1 = 4kg και µήκους L = 2m
µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από οριζόντιο σταθερό άξονα , ο
οποίος διέρχεται από το άκρο της Α µέσω µιας άρθρωσης. Στο άλλο άκρο της
ϱάβδου είναι στερεωµένο σηµειακό σφαιρίδιο µάζας m = 2kg. Το σύστηµα
ϱάβδος σφαιρίδιο ισορροπεί σε κλίση γωνίας φ = 30o µέσω δύο νηµάτων που
είναι δεµένα στο σφαιρίδιο, όπως ϕαίνεται στο σχήµα.

Το νήµα 1 είναι στερεωµένο σε οροφή ενώ το νήµα 2 το οποίο έχει µεγάλο
µήκος είναι πολλές ϕορές τυλιγµένο στην περιφέρεια ενός αρχικά ακίνητου
οµογενούς δακτυλίου µάζας M2 = 2kg και ακτίνας R = 50cm. Την χρονική
στιγµή to = 0 ο δακτύλιος αφήνεται ελεύθερος και κατέρχεται µε το νήµα
να ξετυλίγεται χωρίς να ολισθαίνει στη περιφέρεια του.

∆.1 Να ϐρεθεί η γωνιακή ταχύτητα του δακτυλίου τη στιγµή που έχει πραγ-

µατοποιήσει
10

π
περιστροφές.

Για την ϱοπή αδράνειας του δακτυλίου ως προς το κέντρο µάζας του τον

χωρίζω σε Ν στοιχειώδεις µάζες και έχω:

http://www.perifysikhs.com 8
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Icm = m1R
2 +m2R

2 + ...+mNR
2 = M2R

2

Εφαρµόζω ΘΜΚΕ για την κάθοδο του, λαµβάνοντας υπόψη ότι το νήµα

δεν ολισθαίνει στην περιφέρεια του άρα xcm = Rθ και υcm = ωR.

1

2
M2υ

2
cm +

1

2
Icmω

2 = M2gxcm ⇒ ω = 20rad/s

∆.2 Να ϐρεθεί η δύναµη που ασκεί το νήµα 1 στο σηµείο Ζ καθώς και η
δύναµη που ασκείται στην ϱάβδο από την άρθρωση στο σηµείο Ο, κατά
την κάθοδο του δακτυλίου.

Εφαρµόζω τους Νόµους για την µεταφορική και την περιστροφική κίνηση

πάνω στον δακτύλιο σε συνδυασµό µε την συνθήκη για την µη ολίσθηση

του νήµατος acm = aγωνR:

ΣF = macm ⇒M2g − T = M2acm

Στ = Icmaγων ⇒ TR = M2R
2aγων

Από τα παραπάνω προκύπτει η τάση του νήµατος πάνω στον δακτύλιο

T = 10N , οπότε και η δύναµη του νήµατος 2 πάνω στην ϱάβδο αφού το

νήµα είναι αβαρές και µη εκτατό ϑα είναι T ′ = T = 10N

Για να υπολογίσω την τάση T1 από το νήµα (1) πάνω στην ϱάβδου που

ισορροπεί :

Στ(o) = 0⇒ T1Lσυνφ− T ′Lσυνφ−mgLσυνφ−Mg
L

2
συνφ = 0

⇒ T1 = 50N

Για να υπολογίσω την δύναµη από την άρθρωση πάνω στην ϱάβδο :

http://www.perifysikhs.com 9
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ΣFy = 0⇒ Fy + T1 −M1g −mg − T ′ = 0⇒ Fy = 60N

* Η δύναµη από την άρθρωση ϑα είναι κατακόρυφη αφού όλες οι άλλες

δυνάµεις είναι κατακόρυφες και η ϱάβδος ισορροπεί.

∆.3 Την στιγµή που ο δακτύλιος έχει πραγµατοποιήσει
10

π
περιστροφές

κόβω το νήµα 2, να ϐρεθεί ο λόγος της Κινητικής ενέργειας λόγο περι-
στροφής, προς την κινητική ενέργεια λόγο µεταφορικής κίνησης µετά
από χρονικό διάστηµα 2s από την στιγµή που κόπηκε το νήµα, ϑεω-
ϱώντας ότι ο δακτύλιος δεν έχει ϕτάσει ακόµα στο δάπεδο.

΄Οταν κοπεί το νήµα µηδενίζεται και η τάση του άρα η µόνη ασκούµενη

δύναµη πάνω στον δακτύλιο είναι το ϐάρος, άρα Στ = 0⇒ ω = 20rad/s = σταθ.

και a′cm = g = 10m/s2. ΄Αρα ο Ϲητούµενος λόγος ϑα είναι :

Kπερ

Kµετ
=

1
2M2R

2ω2

1
2M2υ′2cm

=
R2ω2

(υcm + g∆t)2
=

1

9

΄Οταν ο δακτύλιος ϕτάνει στο έδαφος τον αποµακρύνω και κόβω και το
νήµα 1.

∆.4 Να ϐρεθεί η επιτρόχιος επιτάχυνση του σφαιριδίου, καθώς και η δύνα-
µη που δέχεται από την ϱάβδο την στιγµή που κόβεται το νήµα.

Υπολογίζω την ϱοπή αδράνειας για το σύστηµα ϱάβδος - σφαιρίδιο ως

προς τον άξονα περιστροφής, αφού κάνω Steiner για την ϱάβδο

I =
1

12
M1L

2 +M1

(
L

2

)
+mL2 =

40

3
kg ·m2

Εφαρµόζω τον Θεµελιώδη Νόµο της Στροφικής Κίνησης για το σύστηµα:

Στ(o) = Iaγων ⇒M1g
L

2
συνφ+mgLσυνφ = Iaγων ⇒ aγων = 3

√
3rad/s2

http://www.perifysikhs.com 10
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΄Αρα η επιτρόχιος επιτάχυνση του σφαιριδίου ϑα είναι : a = aγωνL =
6
√

3m/s

Για την δύναµη που ασκείται πάνω στο σφαιρίδιο εφαρµόζω τον 2ο Νόµο

του Νεύτωνα την στιγµή που ξεκινά την κίνηση, υποθέτοντας ότι έχει µια

ακτινική (Nx) και µια εφαπτοµενική συνιστώσα Ny.

ΣFε = mgσυνφ−Ny = ma⇒ Ny = −2
√

3

* Η Ny αντίθετη από αυτό που υποθέτω στο σχήµα.

ΣFκ = mgηµφ−Nx = maκ = 0⇒ Nx = 10N

΄Αρα η δύναµη ϑα είναι : N =
√
N 2
x +N 2

y = ...

∆.5 Να ϐρεθεί ο ϱυθµός µεταβολής της στροφορµής της ϱάβδου, ως προς τον
άξονα περιστροφής της, την χρονική στιγµή που διέρχεται για πρώτη
ϕορά από την οριζόντια ϑέση.

΄Οταν η ϱάβδος διέρχεται για πρώτη ϕορά από την οριζόντια ϑέση για το

σύστηµα έχω επιτάχυνση:

Στ(o) = Iaγων ⇒M1g
L

2
+mgL = Iaγων ⇒ aγων = 6rad/s

http://www.perifysikhs.com 11
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΄Αρα για την ϱάβδο ισχύει ότι :

dL

dt
= Στr(o) = Iϱaγων =

1

3
M1L

2aγων = 32kg ·m2/s2

∆.6 Να ϐρεθεί η στροφορµή του συστήµατος ϱάβδος-σφαιρίδιο, ως προς τον
άξονα περιστροφής του, την στιγµή που διέρχονται για πρώτη ϕορά από
την ϑέση που η Κινητική Ενέργεια είναι µέγιστη.

Η κινητική ενέργεια είναι µέγιστη όταν Στ = 0 άρα πρώτη ϕορά όταν

διέρχεται η ϱάβδος από την κάτω κατακόρυφη ϑέση της. Εφαρµόζω

ΘΜΚΕ για το σύστηµα:

1

2
Iω2 = M1g

(
L

2
+
L

2
ηµφ

)
+mg (L+ Lηµφ)⇒ ω = 3

√
2rad/s

΄Αρα η στροφορµή του συστήµατος ϑα είναι :

L = Iω = 40
√

2kg ·m2/s

Επιµέλεια : ∆ρ. Μιχάλης Καραδηµητρίου, Φυσικός
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